
Ex.15 解: 记 
β1 = α1 + α2,

β2 = α2 + α3,

· · ·
βr = αr + α1,

再记矩阵A = (α1, α2, · · · , αr), B = (β1, β2, · · · , βr),则有B = AK,其中,

K =



1 0 · · · 0 1

1 1 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0
...

...
...

...

0 0 · · · 1 0

0 0 · · · 1 1


r×r

.

为了研究向量组β1, β2, · · · , βr 的线性相关性,考虑齐次线性方程组

x1β1 + x2β2 + · · ·+ xrβr = 0.

即Bx = 0. 由B = AK 得AKx = 0. 又向量组α1, α2, · · · , αr 线性无关,因

此, Kx = 0. 对系数矩阵K 的行列式|K|的第n列展开得

|K| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 · · · 0 0 0 1

1 1 0 0 · · · 0 0 0 0

0 1 1 0 · · · 0 0 0 0

0 0 1 1 · · · 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 · · · 1 0 0 0

0 0 0 0 · · · 1 1 0 0

0 0 0 0 · · · 0 1 1 0

0 0 0 0 · · · 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r×r

= (−1)1+r + 1 =

{
2, r为奇数,

0, r为偶数.

因此, 当r 为奇数时, |K| ̸= 0, 即齐次线性方程组Bx = 0 只有零解, 从

而向量组β1, β2, · · · , βr 的线性无关. 当r 为偶数时, |K| = 0, 即齐次线

性方程组Bx = 0有非零解,从而向量组β1, β2, · · · , βr 的线性相关.
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